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Régression linéaire et non-linéaire 
 

 (linéaire, quadratique, cubique et linéaire + 
plateau) 

 
Cours  
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Régression linéaire 
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Qu’est-ce qu’un  
modèle statistique ? 

•  Un type de modèle mathématique particulier 

•  Un modèle qui inclut des éléments 
observables (les variables mesurées) 

 
… et des éléments non observables (les 
paramètres et certaines variables cachées) 

•  Certains de ces éléments sont des variables 
aléatoires définies par des lois de probabilité.  
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Qu’est-ce qu’un  
modèle statistique ? 

Y = f X,θ,ε( )

Variable	
  de	
  
réponse	
  

Variable(s)	
  
explica3ve(s)	
  

Paramètre(s)	
  

Résidu	
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Qu’est	
  qu’un	
  	
  
modèle	
  linéaire	
  ?	
  

Y = Xθ +ε

Variable	
  de	
  
réponse	
  

Variable(s)	
  
explica3ve(s)	
  

Paramètre(s)	
  

Résidu	
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Qu’est-­‐ce	
  qu’un	
  	
  
modèle	
  linéaire	
  ?	
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Vecteur	
  des	
  N	
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  de	
  Y	
  

Matrice	
  des	
  N*P	
  valeurs	
  des	
  P	
  
variables	
  explica3ves	
   Vecteur	
  des	
  P	
  

paramètres	
  

Vecteur	
  des	
  N	
  
termes	
  résiduels	
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y2 = x21θ1 + x22θ2 +...+ x2PθP +ε2
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Plusieurs types  
de modèles linéaires 

Ø  Une	
  variable	
  explica.ve	
  con.nue	
  à	
  Régression	
  linéaire	
  simple	
  
Ø  Plusieurs	
  variables	
  explica.ves	
  con.nues	
  à	
  Régression	
  linéaire	
  mul.ple	
  

Ø  Une	
  variable	
  explica.ve	
  catégorielle	
  à	
  Analyse	
  de	
  variance	
  à	
  un	
  facteur	
  
(ANOVA)	
  

Ø  Plusieurs	
  variables	
  explica.ves	
  catégorielles	
  à	
  Analyse	
  de	
  variance	
  à	
  2,	
  3…	
  
facteurs	
  

Ø  Variables	
  explica.ves	
  con.nues	
  et	
  catégorielles	
  à	
  Analyse	
  de	
  covariance	
  
(ANCOVA)	
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A quoi peuvent servir  
ces modèles ? 

•  Tester l’existence d’une relation entre la 
variable Y et une ou plusieurs variables 
explicatives (X) 
à Test statistique 

•  Quantifier l’effet de X sur Y 
 à Estimation et intervalle de confiance 

 
•  Prédire Y en fonction de X 

 à Prédiction 
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Autres types  
de modèles statistiques 

Ø Modèles	
  linéaires	
  généralisés	
  (variable	
  de	
  réponse	
  
Y	
  catégorielle)	
  

Ø Modèles	
  non-­‐linéaires	
  (f	
  n’est	
  pas	
  linéaire)	
  

Ø Modèles	
  mixtes	
  (données	
  répétées	
  non	
  
indépendantes)	
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Pourquoi	
  est-­‐il	
  	
  
souvent	
  u3lisé	
  ?	
  

•  Permet de modéliser beaucoup de 
phénomènes de manière réaliste 

•  Ses paramètres sont faciles à estimer 

•  Beaucoup d’outils statistiques sont associés 
aux modèles linéaires (tests) 

•  Attention : ses hypothèses ne sont pas 
toujours vérifiées.  
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Etapes du  
développement d’un modèle 

Ø Défini.on	
  des	
  variables	
  
Ø Défini.on	
  des	
  équa.ons	
  
Ø Es.ma.on	
  
Ø Tests	
  et	
  évalua.on	
  
Ø U.lisa.on	
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Etapes du  
développement d’un modèle 

Ø Défini.on	
  des	
  variables	
  
Ø Défini.on	
  des	
  équa.ons	
  
Ø Es.ma.on	
  
Ø Tests	
  et	
  évalua.on	
  
Ø U.lisa.on	
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Exemple 
Ø BDD de rendement du colza (1950-2011) 
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Exemple  

Ø Evolution du rendement de colza dans l’Oise (60): 

Ø Données: 
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Exemple 
Ø Variable à expliquer: 

•  Y: le rendement du colza dans l’Oise (4838 
observations) 

Ø Variables explicatives (selon le modèle 
utilisé): 
•  t: le temps (l’année de récolte) 
•  t+t2: le temps + le temps au carré 
•  t+t2+t3: le temps+ le temps au carré + le temps au 

cube. 

17 



Etapes du  
développement d’un modèle 

Ø Défini.on	
  des	
  variables	
  
Ø Défini.on	
  des	
  équa.ons	
  
Ø Es.ma.on	
  
Ø Tests	
  et	
  évalua.on	
  
Ø U.lisa.on	
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Modèle	
  linéaire	
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Vecteur	
  des	
  4838	
  
observa3ons	
  de	
  Y	
  

Matrice	
  des	
  4838*2	
  valeurs	
  
(l’intercept	
  et	
  	
  1	
  variable	
  
explica3ve)	
  

Vecteur	
  des	
  2	
  
paramètres	
  

Vecteur	
  des	
  4838	
  
termes	
  résiduels	
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Modèle	
  linéaire	
  

Y =θ1 +θ2 × t +ε

ε ~ N(0,σ 2 )

Ø Dans R: 
•  Fonction lm() ou glm(): 

lineaire <- glm(Y~t) 
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Modèle	
  quadra3que	
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  des	
  4838	
  
observa3ons	
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  Y	
  

Matrice	
  des	
  4838*	
  3	
  valeurs	
  
(intercept	
  et	
  2	
  variables	
  
explica3ves)	
  

Vecteur	
  des	
  3	
  
paramètres	
  

Vecteur	
  des	
  4838	
  
termes	
  résiduels	
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Modèle	
  quadra3que	
  

Y =θ1 +θ2 × t +θ3 × t
2 +ε

ε ~ N(0,σ 2 )Ø Dans R: 
•  Fonction lm() ou glm(): 

lineaire <- glm(Y~t+t2) 
  avec t2: le temps au carré 22 



Modèle	
  cubique	
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Matrice	
  des	
  4838*	
  4	
  valeurs	
  
(intercept	
  et	
  3	
  variables	
  
explica3ves)	
  

Vecteur	
  des	
  4	
  
paramètres	
  

Vecteur	
  des	
  4838	
  
termes	
  résiduels	
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Modèle	
  cubique	
  

Y =θ1 +θ2 × X +θ3 × t
2 +θ4 × t

3 +ε

ε ~ N(0,σ 2 )Ø Dans R: 
•  Fonction lm() ou glm(): 

lineaire <- glm(Y~t+t2+t3) 
 avec t2: le temps au carré 
 avec t3: le temps au cube 
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Etapes du  
développement d’un modèle 

Ø Défini.on	
  des	
  variables	
  
Ø Défini.on	
  des	
  équa.ons	
  
Ø Es.ma.on	
  
Ø Tests	
  et	
  évalua.on	
  
Ø U.lisa.on	
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Es3ma3on	
  

Objec.f	
  :	
  trouver	
  des	
  valeurs	
  des	
  paramètres	
  qui	
  ont	
  
de	
  bonnes	
  propriétés	
  
	
  
Biais	
  :	
  écart	
  entre	
  la	
  vrai	
  valeur	
  d’un	
  paramètre	
  et	
  
l’espérance	
  (‘moyenne’)	
  de	
  l’es.ma.on	
  
	
  
Variance	
  :	
  variance	
  de	
  l’es.ma.on	
  sur	
  l’ensemble	
  des	
  
jeux	
  de	
  données	
  possibles	
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Méthodes des  
moindres carrés ordinaires 

Trouver	
  les	
  valeurs	
  des	
  paramètres	
  minimisant	
  
	
  
	
  
	
  
La	
  solu.on	
  est	
  	
  

SCR = Y − Xθ 2

θOLS = X 'X( )−1 X 'Y
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Dans	
  le	
  cas	
  de	
  la	
  régression	
  linéaire	
  simple,	
  on	
  minimise	
  
	
  
	
  
	
  
	
  

Méthodes des  
moindres carrés ordinaires 

SCR = yi − α +βxi( )"# $%
2

i=1

N

∑
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Propriétés	
  

L’es.mateur	
  OLS	
  est,	
  sous	
  certaines	
  condi.ons,	
  sans	
  
biais	
  (biais=0)	
  et	
  de	
  variance	
  minimale	
  
	
  
	
  

E θOLS( ) =θ

var θOLS( ) = X 'X( )−1 var ε( )
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Test	
  d’hypothèse	
  

	
  
	
  
Test	
  d’égalité	
  à	
  zéro	
  d’un	
  paramètre	
  	
  

	
   	
   	
   	
   	
   	
   	
   	
  
	
   	
   	
  (test	
  de	
  student)	
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Test	
  d’égalité	
  à	
  	
  
zéro	
  d’un	
  paramètre	
  

	
  
H0	
  :	
  «	
  θi	
  =	
  0	
  »	
  contre	
  H1	
  :	
  «	
  θi	
  ≠	
  0	
  »	
  
	
  
U.le	
  pour	
  déterminer	
  si	
  une	
  variable	
  explica.ve	
  à	
  un	
  
effet	
  sur	
  la	
  variable	
  de	
  réponse	
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Test	
  d’égalité	
  à	
  	
  
zéro	
  d’un	
  paramètre	
  

H0	
  :	
  «	
  θi	
  =	
  0	
  »	
  contre	
  H1	
  :	
  «	
  θi	
  ≠	
  0	
  »	
  
	
  
On	
  va	
  chercher	
  à	
  
limiter	
  le	
  risque	
  de	
  se	
  tromper	
  en	
  rejetant	
  H0	
  
	
  

	
  c’est	
  à	
  dire	
  	
  
limiter	
  le	
  risque	
  de	
  conclure	
  faussement	
  à	
  l’existence	
  
d’un	
  effet	
  (risque	
  de	
  1er	
  espèce)	
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Test	
  d’égalité	
  à	
  	
  
zéro	
  d’un	
  paramètre	
  

H0	
  :	
  «	
  θi	
  =	
  0	
  »	
  contre	
  H1	
  :	
  «	
  θi	
  ≠	
  0	
  »	
  
	
  
On	
  u.lise	
  une	
  sta.s.que	
  de	
  test	
  T	
  calculée	
  à	
  par.r	
  du	
  
modèle	
  et	
  des	
  données.	
  
	
  
On	
  rejebe	
  H0	
  si	
  T>T*.	
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Exemple	
  	
  (linéaire)	
  	
  

Ø Evolution du rendement de colza dans l’Oise (60): 

Ø Script: 
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Exemple	
  (linéaire)	
  	
  

Ø Evolution du rendement de colza dans l’Oise (60): 
Ø Résultats: 

Distribution des résidus 

Estimation des paramètres 
Test de T 
P-value 

Variance  
Variance des résidus 
AIC 
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Exemple	
  (linéaire)	
  	
  

Ø Graphique: 
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Exemple	
  (quadra3que)	
  	
  

Ø Evolution du rendement de colza dans l’Oise (60): 

Ø Script: 
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Exemple	
  (quadra3que)	
  	
  

Ø Evolution du rendement de colza dans l’Oise (60): 

Ø Résultats: 
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Exemple	
  (quadra3que)	
  	
  

 

 
Ø Graphique: 
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Exemple	
  (cubique)	
  	
  

Ø Evolution du rendement de colza dans l’Oise (60): 

Ø Script: 
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Exemple	
  (cubique)	
  	
  

Ø Evolution du rendement de colza dans l’Oise (60): 

Ø Résultats: 
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Exemple	
  (cubique)	
  	
  

Ø Graphique: 
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Etapes du  
développement d’un modèle 

Ø Défini.on	
  des	
  variables	
  
Ø Défini.on	
  des	
  équa.ons	
  
Ø Es.ma.on	
  

Ø Tests	
  et	
  évalua.on	
  
Ø U.lisa.on	
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Evalua3on	
  

Ø Tests	
  
Ø Analyse	
  de	
  résidus	
  
Ø Critères	
  d’évalua.on	
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Critères	
  d’évalua3on	
  

Ø Le	
  coefficient	
  de	
  détermina.on	
  R2	
  

R2 =1−
yi − yi

pred( )
2

i=1

N

∑

yi − y( )2
i=1

N

∑

Rajust
2 =1−

yi − yi
pred( )

2

i=1

N

∑ / N −P −1( )

yi − y( )2
i=1

N

∑ / N −1( )
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Critères	
  d’évalua3on	
  

Ø Le	
  critère	
  d’Akaïke	
  

AIC = −2 ln L( )− 2 P +1( )

Hirotugu Akaike (né en 1927 
au Japon) 
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Test:	
  Exemple	
  (linéaire)	
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Autocorréla3on	
  :	
  	
  
Exemple	
  (linéaire)	
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Graphique	
  des	
  résidus:	
  
Exemple	
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Critère	
  d’évalua3on	
  	
  
R2:	
  Exemple	
  

Linéaire Quadratique Cubique 

R2 0.7826 0.7923 0.7925 

R2 =1− Residual deviance
Null deviance
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Critère	
  d’évalua3on	
  	
  
AIC:	
  Exemple	
  

Linéaire Quadratique Cubique 

AIC 66,71 65,91 67,87 
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Régression non linéaire 
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Modèle	
  non	
  linéaire	
  

Y = f X,θ( )+ε

Fonc.on	
  non	
  linéaire=	
  combinaison	
  de	
  paramètres	
  non	
  linéaire	
  

Variable	
  de	
  
réponse	
  

Variable(s)	
  
explica3ve(s)	
  

Paramètre(s)	
  

Résidu	
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Y =θ0 1− exp
−θ1 X+θ2( )"

#
$

%
&
'+ε

X	
  

Y	
  

θ0 

Modèle	
  non	
  linéaire	
  

Ø Fonction exponentielle: 
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Etapes du  
développement d’un modèle 

Ø Défini.on	
  des	
  variables	
  
Ø Défini.on	
  des	
  équa.ons	
  
Ø Es.ma.on	
  
Ø Tests	
  et	
  évalua.on	
  
Ø U.lisa.on	
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Y =Ymax +P× t −TMAX( )+ε    si t<TMAX      

Y =YMAX +ε    sinon

t	
  

Y	
  

YMAX 

TMAX 

ε ~ N(0,σ 2 )

Modèle	
  linéaire	
  +	
  plateau:	
  
	
  Equa3on	
  	
  

Ø Dans R: 
•  Fonction nls(): 
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Etapes du  
développement d’un modèle 

Ø Défini.on	
  des	
  variables	
  
Ø Défini.on	
  des	
  équa.ons	
  
Ø Es.ma.on	
  
Ø Tests	
  et	
  évalua.on	
  
Ø U.lisa.on	
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–  Méthode des moindres carrés 

Modèle	
  non	
  linéaire:	
  
	
  es3ma3on	
  

Local and global optimum 

θ

SCR θ( )

0̂θ 1̂θ 2̂θ *θ̂
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Modèle	
  linéaire	
  +	
  plateau:	
  
	
  paramètres	
  	
  

Ø YMAX: rendement maximal atteint lors du plateau 
Ø TMAX: année d’atteinte du plateau 
Ø P: pente de la partie linéaire avant le plateau 

Ø Exemple pour l’Oise: 
•  Ymax =4 
•  Tmax =1998 
•  P=0.05 
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Exemple	
  	
  
(linéaire	
  +plateau)	
  

Ø Evolution du rendement de colza dans l’Oise (60): 

Ø Script: 
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Exemple	
  	
  
(linéaire	
  +plateau)	
  	
  

Ø Evolution du rendement de colza dans l’Oise (60): 

Ø Résultats: 
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Exemple  
(linéaire +plateau)  

 
Ø Graphique: 
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Etapes du  
développement d’un modèle 

Ø Défini.on	
  des	
  variables	
  
Ø Défini.on	
  des	
  équa.ons	
  
Ø Es.ma.on	
  

Ø Tests	
  et	
  évalua.on	
  
Ø U.lisa.on	
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Evalua3on	
  	
  
(linéaire	
  +	
  plateau):	
  Exemple	
  

R2 0.7893 

AIC 66,78 
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Comparaison modèles 

Linéaire Quadratique Cubique Linéaire + 
plateau 

R2 0.7825 0.7923 0.7924 0,7893 

AIC 66,712 65,905 67,872 66,783 
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Régression linéaire et non-linéaire (linéaire, Q, 
C, LP) 

 
TD  
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Enoncé 

Ø A partir de la BDD blé: 
•  Pour les départements: AIN,EURE (et CREUSE). 

§  Faire tourner les 4 modèles (linéaire, quadratique, cubique, 
linéaire + plateau) 

 
 

§  Récupérer les sorties des modèles (estimation, AIC) 
§  Calculer les R2 

§  Faire le graphique des résidus 
§  Faire le graphique de l’évolution du rendement 
§  Comparer les modèles 

YMAX P TMAX 
AIN 7 0.11 1998 
EURE 8.5 0.12 1998 
CREUSE 5.5 0.10 1996 
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AIN 
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AIN 
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AIN 
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AIN 
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AIN 
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AIN 

Linéaire Quadratiqu
e 

Cubique Linéaire + 
plateau 

R2 0,9018 0,9018 0,9111 0,907 

AIC 119,72 121,71 117,58 118,37 
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EURE 
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EURE 
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EURE 
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EURE 
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EURE 
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EURE 

Linéaire Quadratiqu
e 

Cubique Linéaire + 
plateau 

R2 0,9135 0,9199 0,9297 0,9308 

AIC 115,18 112,42 106,3 103,38 
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CREUSE 
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CREUSE 
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CREUSE 
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CREUSE 
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CREUSE 
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CREUSE 

Linéaire Quadratiqu
e 

Cubique Linéaire + 
plateau 

R2 0,8751 0,8752 0,8775 0,8767 

AIC 99,03 101 101,87 100.27 
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