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Mon cours sur I'estimation des paramétres comportent deux parties. La
premiere partie présentent des principes généraux. La deuxiémneepéatie
sur un probléme particulier que je définirai par la suite.




Estimation des paramétres des modeles

Parametres
f(x6

Les équations ~ Les variables Les parameétres
d’entrée

« Un parameétreest une valeur numérique qui n’est pas calculé par
modele et qui n’est pas une variable d’entrée nm@sou observée

Tout d’abord, je définis ici ce qu’est un parametre.

Un modéle comporte plusieurs éléments: une fonction, des variables d’entrée
et des parameétres.




Estimation des paramétres des modeles

Estimation des paramétres

« consiste a approcher les valeurs des parametretradealonnées
expérimentalest/oud’informations issues de I'expertise

C'est important car

« Lesperformances d’'un modek®nt dépendre de la
méthode utilisée pour estimer les parameétres »




Estimation des paramétres des modeles

Trois problemes d'estimation de
complexité croissante

Pb.1: Modéelelinéaire avecun seul parametre
Pb.2 : Modélelinéaire avec2 parametres

Pb.3 :Modéle non linéaire avec18 parametres

Je vais aborder le probleme de 'estimation des parameétres a tra\&rs troi
problemes de complexité croissante.




Estimation des paramétres des modeles

Probleme 1

« Estimer le rendement moyen du colza en 2004
dans une petite région a partir de 3 mesures de
rendement obtenues sur 3 parcelles »

Y1

Vs Echantillon

Yz |

Population

Commencons par le probleme le plus simple.

L’objectif est ...

On considere donc un échantillon de trois mesures de rendement y1, y2, y3.
Cet échantillon a été obtenu en réalisant des mesures sur trois parcelles
agricoles tirées de facon aléatoire dans la région d’intérét.

L’ensemble des parcelles de colza de la région représente ce quétie app
une population.




Estimation des paramétres des modeles

Quels parametres doit-on estimer ?

Un seul parametrea estimer, le rendement
moyen de la région noi#

Estimer un ou plusieurs parametres revient toujours a se poser une série de
guestions.

La premiere question que I'on se pose est ...




Estimation des paramétres des modeles

Quelle information utiliser ?

Information disponible: un échantillon de trois mesures
obtenues sur 3 parcelles detapulationd’intérét.

La deuxiéme




Estimation des paramétres des modeles

Quelle méthode d’estimation ?

Un estimateurdu rendement de la parcelle est :

é — it Yot ¥s
3
Exemple :

* Si y;=30, %=39 et y=35, la valeur estimée du rendement
moyen esB4.7q/ha.

* Si y;=32, =38 et y=39, la valeur estimée du rendement
moyen esB6.3qg/ha.

« Un estimateur est une fonction qui relie le paratreea
des observations »

La troisieme question est Quelle méthode d’estimation ?

Une solution naturelle consiste ici a faire simplement la moyenneaies tr
observations.

J'en profite ici pour définir ce qu’est un estimateur. C’est une fonction qui
relie le parameétre aux observations. En changeant les observations, on
change la valeur du parameétre en utilisant I'estimateur.

Voici un exemple. Supposons qu’on ait observé les valeurs suivantes...

Ici 'estimateur a une expression trés simple. En pratique, ceaerarg
plus compliqué comme on le verra par la suite.




Estimation des paramétres des modeles

Cet estimateur est-il précis ?

E[(é—eﬂ -[€(8) —9}2 +var(6)
/ | \

Erreur quadratique Biais? Variance
moyenne

La derniére question consiste & se demander sihlfatur est précis.

Pour étudier la précision d’'un estimateur, il gédewe considérer I'erreur quadratique
moyenne.

Theta est la vraie valeur du parameétre (inconnidETA”est la valeur estimée pour un
échantillon de donnée, I'espérance est prise sos&mble des échantillons de données
possibles.

L’EQM est égale a la somme de deux termes. Le presside biais, c'est I'erreur
systématique. Le biais indique si I'estimateur stinee ou sousestime systématiquement la
vraie valeur du parametre.

Le deuxiéme terme est la variance de 'estimateanariance donne une information sur la
variabilité de THETA” lorsqu’on change d’échantillon

En pratique, on en connait pas la vraie valeuathétla vraie valeur du biais et de la
variance de I'estimateur. Par contre, on peut agypoces valeurs de différentes facons.




Estimation des paramétres des modeles

Cet estimateur est-il précis ?

a. Aspect théorique

« Sous certaines conditions, notre estimateusast biaiset de
variance minimaleparmi les estimateurs sans biais »

Certains aspects théoriques peuvent étre considérés pour juger de lamprécis
d’'un estimateur. Ainsi, ...
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Estimation des paramétres des modeles

Cet estimateur est-il précis ?

b. Variance de I'estimateur

On peut estimervar(é) a partir des desné
Exemple :

* Si y,=30, %=39 et y=35, la valeur estimée de la variance
est6.78¢g?/haz?, soit e.t2.6 g/ha.

* Si y;=32, =38 et y=39, la valeur estimée de la variance
est4.78¢g%/haz?, soit e.t2.19g/ha.

On peut également estimer la variance de I'estimateur a gastidonnées.
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Estimation des paramétres des modeles

Probleme 2

« Estimer les parametres du modele f (x; 6,,6,) »

f(x;6,8) =6, + 6,x

Azote absorbé par le colza Dose d’engrais

Le modele simule I'azote absorbé en fonction
de la dose d’ engrais.

Passons maintenant & un probleme un petit peu plus complexe et plus
intéressant.

On veut estimer les paramétres d’'un modele qui simule I'azote absorbé du
colza dans une parcelle agricole en fonction de la dose d’engrais N appliqué
sur cette parcelle. On veut que le modele soit utilisable pour une région.

Ce modele inclut une variable d’entrée x et deux paramétres. On suppose que
lors de l'utilisation du modele, x sera connu mais ni thetal ni theta2.
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Estimation des paramétres des modeles

Quels paramétres doit-on estimer ?

Les deux parameétres du modékeet 6,

Je reprends ici ma série de questions.
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Estimation des paramétres des modeles

Quelle information utiliser ?

Un échantillon de cing mesures « d’azote absorbé » obtenues ¢
cing parcelles de colza depapulationd’intérét (une région)
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Estimation des paramétres des modeles

Quelle méthode d’estimation utiliser ?

La méthode desmoindres carrés ordinaires

Les estimateurs des parameétres sont les valewsed@, qui minimisent

N

2.(v ~6-6,%)°

C'est a dire 6 =iz 4=Y.-& X

L'estimation des paramétres de ce modeéle est uplpsiwcompliquée que pour le premier
probléme.

Une méthode assez simple est la méthode des meicaneés ordinaires.
Avec cette méthode, le estimateurs...

Pour ce modéle particulier, on sait que les valdarthetal et theta2 qui minimisent cette
fonction sont définies par les fonctions suivantes...

Peu importe I'expression de ces fonctions. L'idéetanir est qu'on dispose d’'un moyen
simple pour calculer les estimateurs des deuxpetras a partir des données.

Ce sera le cas pour tous les modéles linéairest, &'dire pour tous les modeles qui
correspondent a une combinaison linéaire des parasnét
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Estimation des paramétres des modeles

Ici, avec nos 5 mesures, on obtien§ =106.01kghd etg, =0.78 kg.kg*
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Estimation des paramétres des modeles

Ces estimateurs sont-ils précis ?

E[(é—&)z} -[€(8) —9}2 +var(6)
/ | AN

Erreur quadratique Biais? Variance
moyenne
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Estimation des paramétres des modeles

Ces estimateurs sont-ils précis ?

a. Aspect théorique

« Sous certaines conditions, nos estimateursssord biaiset de
variances minimaleparmi les estimateurs sans biais ».

Il faut notamment :
- indépendancales résidus,

- homogénéitales variances des résidus.
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Estimation des paramétres des modeles

Ces estimateurs sont-ils précis ?

b. Variances des estimateurs
On peut estimervar(é) a partir des desné
var(é?l) =11.99 kg.ha

var(éz) = 0.09 kg.kg
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Estimation des paramétres des modeles

Ces estimateurs sont-ils précis ?

c. Analyse des résidus

L=y, —(§l+é2>§), I=1...,°%

Utile pour vérifier I'indépendance des résidus et
I’'hnomogénéité de leurs variances.

Une derniere méthode pour juger de la qualité de la procédure d’estimation
est de faire une analyse des résidus.

Un résidu est un écart entre une observation et la valeur correspondante
prédite par le modele. Ici on peut calculer 5 résidus car on dispose de 5
mesures.

L’analyse des résidus est utile pour vérifier qu’il y a bien indépendasce d
résidus et homogénéité des variances. Si ce n’est pas le cas, alétisddem
des moindres carrés ordinaire n’est pas la méthode conduisant a des
estimateurs de variances minimales. Nous verrons plus loin que d’autres
méthodes sont plus appropriées.
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Estimation des paramétres des modeles
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Estimation des paramétres des modeles
Programme S+

DOSE<-c(0,50,120,160,220)
NABS<-c(114.75,144.0,192.38,213,294.16)
DATA<-data.frame(DOSE,NABS)

Fit<-Im(NABS~DOSE,data=DATA)
print(summary(Fit))

plot(DOSE,Fit$residuals,ylab="Residu",ylab="Dose",pch=15)
abline(0,0)
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Estimation des paramétres des modeles

Commentaires sur les probléemes 1 et 2

On procéde en plusieurs étapes

=

. Quels paramétres estimer ?

N

. Quelle information disponible ?
3. Quelle méthode d’estimation ?

4. Quelle est la précision des estimateurs ?
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Estimation des paramétres des modeles

Commentaires sur les probléemes 1 et 2
C’est facile car

* Modeles linéaires: 6+ 6, x,+ X+ ... + G %,

- Relation analytique entre estimateurs et donnéesus
* Nombre de données > Nombre de parameétres
* Un seul type de mesure
* Pas de prise en compte d'information a priori.

* On a des logiciels pour faire tout ¢a (sAs, s+, MatLab, ModelMaker-...).
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Estimation des paramétres des modeles

En pratique, c'est souvent plus compliqué
* Modéles non linéaires: 26, + 6, x;+ 0, X, +... + 6, X,
- Relation analytique entre estimateurs et doniéesnue.

* Peu de données par rapport au nombre de parameétres

» Structure des données complexes

- plusieurs types de mesures, mesures corrélées

* Information a priori parfois disponible.

- Utilisation des logiciels statistiques plus délicate.
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Estimation des paramétres des modeles
Un probléeme beaucoup plus complexe

- Modéle non linéaire.
-> Beaucoup de paramétres.
-> Informationa priori.

-> Différents types de mesures obtenues sur pluspaucelles.

Je considére maintenant un probleme bcp plus complexe. Habituellement,
quand j'ai un peu plus de temps, je présente un probleme d’un niveau de
complexité intermédiaire mais la je n’ai pas le temps, donc j'attaque
directement le cas le plus délicat.

Ce probleme est caractérisé par...
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Estimation des paramétres des modeles

Probleme 3

Estimer les paramétres du module « fonctionnement
potentiel » du modele AZODYN  (Jeuffroy et Recous, 1999)

Variables simulées entre sortie hiver et floraisoifjpas de temps = jour):

- Matiere séche des parties aériennes du blé (kg/ha),
- azote absorbé (kg/ha),
- LAL

Variables d’entrée:
- Rayonnement global journalier,
- température moyenne journaliére de l'air,

- MS et azote absorbé sortie hiver
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Estimation des paramétres des modeles

Probléeme 3
Quelques équations

MS; = M§—1+(Ebmaxx ff_1 % Eij -1xCx RGj_l)

Eij 1 = Birax| 1~ X ~KX LA/} 4 |

LAIj—l =D XQNCJ'_]_

MS; = M§ 1 +{ Eomax X C B [ 1- €xp( =K x DxQNey 1) | 3% RS 4]

Les parametres sont en bleu.
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Parameétre
Ebmax

K
D
Vmax
C
Tmin
Topt
Tmax
Eimax
Tep-flo
E

19 Z2 < rIT O

18 parametres
Signification
Efficience de conversion du rayonnement

Coefficient d’extinction du rayonnement
Rapport LAl / N absorbé critique
Vitesse maximale d'absorption d'N

PAR/RG

Température minimale pour photosynthese
Température optimale pour photosynthése
Température maximale pour photosynthése

Efficience d'interception du rayonnement
Durée entre épiaison et floraison
Parametre de la courbe critique
Parametre de la courbe critique
Parametre de la courbe critique
Parametre de la courbe critique

Parameétre de la courbe max
Parameétre de la courbe max
Parameétre de la courbe max

Paramétre de la courbe max

Valeur initiale
3.3 g/MJ

0.72
0.028
0.5 kg/ha/dj
0.48
0°C
15°C
40 °C
0.96
150 dj
1.55 t/ha
4.4 %
5.35 %
-0.442
2 tlhha
6 %
8.3 %
-0.44

Gamme
1.8-4

0.6-0.8

0.02-0.045
0.2-0.7
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Estimation des paramétres des modeles

Les deux formes d’un modele dynamique

Forme 1: Systeme dynamique

MS = M§1+ o X-1;6)

Forme 2 : Modele de réponse

MS = f(t X;6)

Il est utile a ce stade de rappeler qu’un modéle dynamique peut se mettr
sous deux formes...

On vient de voir la premiere forme. Mais c’est la deuxiéme forme que I'on va
considérer ici, c'est a dire la forme intégrée c’est a dire le maldetéponse.
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Estimation des paramétres des modeles

Quels paramétres estimer ?

Il est nécessaire de sélectionner les parametresae  stimer

|6?192|6'3@19T-19p
| |

/ | ‘ N
Fixes aux valeurs de la Estimés avec les
littérature. données.

* Problémes numériques si on estime tous les parametres.

* Méme si on pouvait estimer tous les parametres ...
... Il ne faudrait pas le faire.

Estimer beaucoup de paramétrevariances élevées des estimateurs.

- augmentation des erreurs de prédictions.

Un probleme nouveau que I'on n’a pas rencontrer dans les problemes
précédents est qu’on ne peut pas estimer tous les parametres du mostele. Il e
donc nécessaire de réaliser une sélection.

31




Estimation des paramétres des modeles

Nouveau probleme: Comment sélectionner les parametr

i.  Utilisation de la littérature.
ii. Analyse des équations du modéle.
iii. Analyse de sensibilité.

iv. Sélection a l'aide de données.

es ?
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Estimation des paramétres des modeles

i. Utilisation de la littérature

« Identifier les parametres dont les valeurs sont mal
connues a partir de la littérature ».

Inconvénients :
- Approche assez subjective.

- Pas toujours de concordance entre les situations considérées
dans les articles et celles qui intéressent I'utilisateur.
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Estimation des paramétres des modeles

ii. Analyse des équations

« Identifier les parameétres qui ne peuvent pas étre
estimés simultanément ».
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MS] = M%—l"'(Ebmaxx f}_lx EIJ _1XCX RGJ_]_)

Ej_lzam[l—ex;(—KxLAlj_l)]
LAlj_1 =DxQNcj_1

MS; = M1 +{ Eomax X C B [ 1- €xp{ =K x DxQNe )| 13 RS )

Quels parametres si on a uniqguement des mesures b& ?

Quels parametres si on a uniguement des mesures b& et de LAI ?

35




MS] = M%—l"'(Ebmaxx f}_lx EIJ _1XCX RGJ_]_)

Ej_lzam[l—ex;(—KxLAlj_l)]
LAlj_1 =DxQNcj_1

MS; = M1 +{ Eomax X C B [ 1- €xp{ =K x DxQNe )| 13 RS )

Uniquement des mesures de MS :

- les 3 parametre&pmax: C 5 max
Impossible d’estimer simultanément .
- les 2 parametreK, D

Mesures de MS et de LAI :

Impossible d’estimer simultanément les 3 paramekgs,ax, C, 5 max
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Estimation des paramétres des modeles

iii. Analyse de sensibilité

« Sélectionner les parametres qui ont une forte
influence sur les variables simulées par le modeéle ».

Inconvénients :

Il faut définir un seuil de sensibilité.

Ne permet pas de diagnostiquer les problémes d’identifiabilité.
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Estimation des paramétres des modeles

iv. Utilisation des données

« Sélectionner les parametres qu'il faut estimer pour
optimiser la qualité prédictive du modeéle (Wallach et al., 2001) ».

Nb de paramétres estimés MSEP
avec des données

1 MSER, o]

2 MSER, Sélection des
parametres qu'il faut

3 MSER estimer pour minimiser
le MSEP

P MSER _
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Estimation des paramétres des modeles

Quels paramétres estimer ?

- 13 parameétres sont fixés aux valeurs fournies par la littérature.

+ Un parametre est fixé aprés analyse des équations.

* Quatre parameétres sont estimés a partir des donnéggy;ay D, K etVyax
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Estimation des paramétres des modeles

Matiere séche (kg/ha)

» Mesures denatiere séchesles parties aériennes du bléldé etd'azote
absorbéobtenues a Grignon pour 6 années.

Quelle information disponible ?

* Dix dates de mesure chaque année entre sortiedtifleraison.

* Trois répétitions a chaque date. On utilise lesenogs.
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Estimation des paramétres des modeles
Quelle méthode d’estimation utiliser ?

1¢" possibilité : La méthode des moindres carrés ordinaires

N
Trouver la valeur d@qui minimise : Z(8)=>[ y - f(%, x;@)]z
i=L

Probleme :
- le modéle est non linéaire,

- 0N ne peut pas trouver I'expression analytiquesséisnateurs
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Estimation des paramétres des modeles

Appliquer la méthode des MCO avec
un algorithme itératif

La solution consiste a appliquer la méthode a I'aide d’un algorithmeifitérat
Ce graphique présente en abscisse la valeur d’un parametre hypothétique
theta et en ordonnée la valeur du critere des moindres carrés en foaction d
theta. La courbe présente un minimum et on cherche a déterminer la valeur
du parametre qui correspond a ce minimum.

Pour cela, on part d’'une valeur initiale thetaO que l'utilisateur doit fourni
Puis on va s’approcher de la valeur optimale theta* en passant par des valeurs
intermédiaires thetal, theta?2...
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Estimation des paramétres des modeles

Minimum locaux et minimum globaux

z(0)

ML
ML
MG,

-> Essayez plusieurs valeurs initiales !

En pratique, la fonction Z est souvent moins idéale. Elle présente souvent des
minimums locaux que I'on va chercher a éviter et un minimum global qu’on

va chercher a atteindre. Pour éviter de tomber dans un minimum local, il est
nécessaire de faire tourner l'algorithme d’estimation plusieursafpétir de
plusieurs valeurs initiales différentes.
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Estimation des paramétres des modeles

Aspect pratique

» On peut utiliser un logiciel statistiqU®AS, S+, MatLab, bibliothéques
Fortran ou C++...)

* On donne:
- des données,
- un modeéle,

- des valeurs initiales des parametres.

* Le logiciel fournit en sortie les valeurs estiméles parametres.
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Estimation des paramétres des modeles
Quelle méthode d’estimation utiliser ?

1¢" possibilité : La méthode des moindres carrés ordinaires

N
Trouver la valeur d@qui minimise :Z(8) = [ y - f(§, x;@)]z
i=L

Inconvénient :

- Les estimateurs ne sont pas de variances miniragles
résidus ont des variances hétérogénes.

- Or, ici, il y a plusieurs types de mesures etdaance des
mesures dépend de la date d’observation.
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Estimation des paramétres des modeles

Les variances des mesures sont hétérogenes
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Estimation des paramétres des modeles
Quelle méthode d’estimation utiliser ?
La méthode des moindres carrés pondérés

Trouver la valeur déqui minimise :

-l

i=1
2= 1 3 2
aveca —mé()’uk‘y)

La seule différence est qu’on divise chaque terme par la variance des
observations.

L’idée est de donner moins de poids aux mesures dont la variance est grande.




Estimation des parameétres des modéles

Quelle méthode d’estimation utiliser ?
La méthode des moindres carrés pondérés

On minimise

6 10[)4}‘"5—f“"5(tj,x;9)}2 6 10M2 6 1(M2

Zyep(6)= * *
vce(6) EE i ;‘El &R Z}{Z:“l o
6= — L i[y-MS-yMSf
MS.ij K (K _1) = ijk 1]

La méthode des MCP est appliqguée a notre modéle dynamique. L'indicénidise |

de I'année de mesure et I'indice j est I'indice de la datmeksure.
Ici on a trois types de mesures yijMS, ...

On calcule la différence entre chaque mesure et la prédictiomdidien
correspondante.

On éleve la différence au carré et on la divise par la var@date mesure.

Chaque mesure correspond a la moyenne de trois répétitions. On pelet ¢edc
variances a partir des valeurs élémentaires obtenues sapfitions.
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Estimation des parameétres des modéles

Application des moindres carrés pondérées
pour estimer les 4 parameétres

Paramétre Valeur initiale Valeur estimée MCP
Eguax (0/MJ) 3.3 3.29 (0.11)

D 0.028 0.037 (0.06)

K 0.72 0.74 (0.001)
Vuax (kg/ha/dj) 0.5 0.38 (0.02)
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Estimation des paramétres des modéles

Ces estimateurs sont-ils précis ?

Analyse des résidus obtenus avec la méthodes des moindres carrés pondérés
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Méthodes pour prendre en compte les corrélations
- Moindres carrés généralisés.

- Modeéles mixtes.
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Estimation des parameétres des modéles

Un dernier probleme

Comment prendre en compte I'information a priori ?

 Jusqu’a présent, nos quatre parametres sont estipasir des
données, sans utiliser 'information a priori.

» Lesméthodes Bayésiennasent utiles pour estimer les parametres ¢

la fois a partir des données et de l'informatiorriarp

} 8%
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Conclusion
On procede en plusieurs étapes

1. Quels parametres estimer ?

- Dans les cas simples, on peut tout estimer.

- Dans les cas complexes, il faut faire une sélection
2. Quelle information disponible ?

- Les données

- Information a priori
3. Quelle méthode d’estimation ?

- Moindres carrés ordinaires,

- Moindres carrés pondérés/généralisés,

- Méthodes Bayésiennes...
4. Quelle est la précision des estimateurs ?

- Aspects théoriques, variances, résidus.
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